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Resumo
N´ os introduzimos uma condi¸ c˜ ao, resultados uniformemente seguros, para jogos com-
pactos e resultados (“payoﬀs”) limitados e mensur´ aveis nas estrat´ egias. Demonstra-
mos que se um jogo compacto tem resultados uniformemente seguros, ent˜ ao sua
extens˜ ao mista tem resultados seguros.
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1 Introdu¸ c˜ ao
Em seu artigo sobre equil´ ıbrio de Nash em jogos discont´ ınuous, Reny ([6])
apresentou a no¸ c˜ ao de melhor resposta segura (“better-reply security”) e de-
monstrou que todo jogo com estrat´ egias compactas e convexas e resultados
quasi-concˆ avos nas estrat´ egias individuais tem um equil´ ıbrio de Nash se ti-
ver melhor resposta segura. Neste artigo n´ os demonstramos que se um jogo G
com espa¸ co de estrat´ egias compacto de Hausdorﬀ e resultados limitados, men-
sur´ aveis (i.e., um jogo compacto) satisfaz resultados uniformemente seguros,
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Setembro de 2006ent˜ ao a sua extens˜ ao mista, G, tem resultados seguros. 1 Reny ([6]) observa
que em geral, resultados seguros para G n˜ ao implica nem ´ e implicado por
resultados seguros para G. 2 Assim, nosso resultado mostra que se a hip´ otese
de resultados seguros para G for subst´ ıtuida pela hip´ otese de resultados uni-
formemente seguros para G, ent˜ ao G ter´ a resultados seguros. Este resultado
´ e ´ util, pois veriﬁcar que G tem resultados uniformemente seguros ´ e f´ acil em
geral, mas o mesmo n˜ ao pode-se dizer de veriﬁcarmos resultados seguros para
a extens˜ ao mista G.
Um corol´ ario imediato ´ e que se um jogo compacto G tiver resultados uniforme-
mente seguros, ent˜ ao sua extens˜ ao mista G tem um equil´ ıbrio de Nash se al´ em
disso for rec´ ıprocamente semicont´ ınua superiormente. Outro corol´ ario imedi-
ato ´ e que se um jogo compacto G tiver resultados uniformemente seguros e for
semicont´ ınuo superiormente, ent˜ ao sua extens˜ ao mista G tem um equil´ ıbrio
de Nash.
2 Jogos compactos
Um jogo compacto, G = (Xi,ui)
N
i=1 , tem N jogadores, sendo que cada joga-
dor tem espa¸ co de estrat´ egias, Xi, compacto de Hausdorrf e uma fun¸ c˜ ao de
resultados mensur´ avel, ui : X → R. Temos X :=
QN
i=1 Xi. Denotamos por
X−i o produto Cartesian
Q
j6=i Xj. O jogo compacto G = (Xi,ui)
N
i=1 ´ e semi-
cont´ ınuo superiormente se as fun¸ c˜ oes de resultado, ui(·) s˜ ao semicont´ ınuas
superiormente em X.
Se G ´ e um jogo compacto e Mi ´ e o conjunto das medidas de probabilidades








O conjunto Mi ´ e convexo e compacto para a topologia da convergˆ encia fraca
de medidas. 3
O jogo compacto, G = (Ui,Mi)
N
i=1 , ´ e a extens˜ ao mista do jogo G.
1 Veja deﬁni¸ c˜ ao 2 abaixo.
2 Na se¸ c˜ ao 5 apresentamos um exemplo de Carmona (2005) de um jogo compacto
com resultados seguros mas cuja extens˜ ao mista n˜ ao tem resultados seguros.
3 A compacidade decorre do teorema de representa¸ c˜ ao de Riesz e do teorema de
Alaoglu (veja Aliprantis e Border (1999)).
23 Resultados uniformemente seguros
Seja G = (Xi,ui)
N
i=1 um jogo compacto.
Deﬁni¸ c˜ ao 1 (resultados seguros) O jogo G tem resultados seguros se para
todo x = (xi,x−i) ∈ X e  > 0 existe para cada jogador i uma estrat´ egia
¯ xi ∈ Xi e uma vizinhan¸ ca N(x−i) ⊂ X−i de x−i tal que
y ∈ N(x−i) ⇒ ui (¯ xi,y) ≥ ui(xi,x−i) − .
Assim, um jogo G tem resultados seguros se partindo de qualquer vetor de
estrat´ egias x = (xi,x−i) ∈ X, cada jogador tem uma estrat´ egia ¯ xi ∈ Xi que
pode usar para garantir um resultado de ui (xi,x−i) −  contra desvios dos
outros jogadores numa vizinhan¸ ca de x−i ∈ X−i (i.e., para cada estrat´ egias
x = (xi,x−i) ∈ X cada jogador tem uma estrat´ egia ¯ xi ∈ Xi que ´ e segura neste
vetor).
Deﬁni¸ c˜ ao 2 (Resultados uniformemente seguros) O jogo G tem resultados
uniformemente seguros se para todo xi ∈ Xi e todo  > 0 existe para cada
jogador i uma estrat´ egia ¯ xi ∈ Xi tal que para todo y ∈ X−i existe uma vizi-
nhan¸ ca N(y) of y tal que
z ∈ N(y) ⇒ ui (¯ xi,z) ≥ ui (xi,y) − .
Ent˜ ao, um jogo G tem resultados uniformemente seguros se cada jogador
partindo de qualquer estrat´ egia xi ∈ Xi tem uma estrat´ egia ¯ xi ∈ Xi que ele
pode se desviar para assegurar um resultado de ui (xi,y)− contra desvios dos
outros jogadores numa vizinhan¸ ca de y ∈ X−i para todo vetor de estrat´ egias
y ∈ X−i (i.e., para cada jogador i e cada estrat´ egia xi ∈ Xi existe uma
estrat´ egia ¯ xi ∈ Xi que ´ e segura para todo y).
4 Exemplos
Vejamos alguns exemplos de jogos compactos com resultados uniformemente
seguros. Come¸ camos com um leil˜ ao “all-pay”de informa¸ c˜ ao completa.
Exemplo 1 S˜ ao N licitantes, i ∈ I := {1,2,...,N}, competindo por um
objeto com valor 1. O maior lance ganha e cada licitante paga o seu lance ga-
nhando ou perdendo. Empates s˜ ao quebrados alet´ oriamente com probabilidades
iguais. Portanto se os lances s˜ ao dados pela N-upla
b = (b1,b2,...,bN) ∈ [0,1]
N,
3o lance vencedor ´ e deﬁnido por
b
∗ = maxj≤Nbj.
Seja H = {i ∈ I : bi = b∗} o conjunto de licitantes vencedores. O resultado do






|H| − bi se bi = b∗;
−bi se bi < b∗,
Este leil˜ ao selado tem resultados uniformemente seguros.
Coment´ ario 1 ´ E f´ acil de se checar que o exemplo acima n˜ ao tem equil´ ıbrio
em estrat´ egias puras ( veja Baye, Kovenock, e de Vries [1] ). ´ E tamb´ em f´ acil
de se checar que a soma dos resultados dos licitantes ´ e cont´ ınua. Portanto o
leil˜ ao “all-pay”´ e rec´ ıprocamente semicont´ ınuo superiormente.
O pr´ oximo exemplo vem de Carbonell-Nicolau e Ok ([4]).
Exemplo 2 (competi¸ c˜ ao eleitoral) Carbonell-Nicolau e Ok consideram o
jogo de vota¸ c˜ ao com dois partidos e de soma zero. Neste jogo cada partido–
que maximiza o n´ umero de votos - prop˜ oe uma fun¸ c˜ ao de taxa¸ c˜ ao de um dado
conjunto de fun¸ c˜ oes de taxa¸ c˜ ao (que geram uma certa receita ﬁxada) e os
eleitores votam pela fun¸ c˜ ao de taxa¸ c˜ ao que os taxa menos. A popula¸ c˜ ao de
eleitores com renda x ∈ [0,1] est´ a distr´ ıbuida de acordo com a distribui¸ c˜ ao
cont´ ınua e estritamente crescente F : [0,1] → [0,1]. A distribui¸ c˜ ao de renda










A fun¸ c˜ ao de taxa¸ c˜ ao t(·) ∈ T ´ e cont´ ınua t : [0,1] → [0,1] e tal que t(x) ≤ x, t ´ e
crescente, e x−t(x) ´ e crescente. Uma fun¸ c˜ ao de taxa¸ c˜ ao t(·) ∈ T ´ e admissivel
se Z 1
0
t(x)dF (x) ≥ r,
sendo r a receita a ser obtida. Seja T(F,r) o conjunto de fun¸ c˜ oes admissi-
veis. T(F,r) ´ e um subconjunto compacto do espa¸ co m´ etrico C[0,1] de fun¸ c˜ oes
cont´ ınuas deﬁnidas em [0,1] equipadas com a m´ etrica do sup (veja lema 2 em
[4]). Se t e τ s˜ ao fun¸ c˜ oes de taxa¸ c˜ ao ofertadas pelos partidos 1 e 2 respec-





dF = Pr(t < τ).
Se o objetivo de cada partido ´ e de maximizar a diferen¸ ca de seus votos, ent˜ ao
4o resultado do partido um ´ e dado por
u1 (t,τ) = ω (t,τ) − ω (τ,t),
enquanto o do partido 2 ´ e dado por
u2 (t,τ) = −u1 (t,τ) = ω (τ,t) − ω (t,τ).
O jogo G = (Xi,ui)
2
i=1, com X1 = X2 = T(F,r) e resultados ui como deﬁnidos
acima, ´ e compacto. Na demonstra¸ c˜ ao do seu lema 3, Carbonell-Nicolau e Ok
demonstram que para todo t ∈ T(F,r) existe uma fun¸ c˜ ao de taxa¸ c˜ ao t ∈ T(F,r)
tal que para τ ∈ T(F,r) existe uma vizinhan¸ ca N(τ) de τ tal que
f ∈ N(τ) ⇒ ω (t,f) − ω (f,t) > ω (t,τ) − ω (τ,t) − .
Isto ´ e resultados uniformemente seguros. Portanto o jogo de soma zero
(T(F,r),u1,u2),
tem resultados uniformemente seguros.
Nosso ´ ultimo exemplo vem de [5].
Exemplo 3 (cat´ alogos) Page e Monteiro (2003) consideram um jogo no
qual as ﬁrmas competem pelo com´ ercio de um agente de tipo desconhecido
t ∈ T, sendo T um espa¸ co de Borel. Os tipos est˜ ao distr´ ıbuidos de acordo
com a medida de probabilidades µ deﬁnida em B(T), a σ-´ algebra de Borel
em T. Suponhamos agora que s˜ ao duas ﬁrmas indexadas por i ou j = 1,2,
e que as ﬁrmas competem simultaneamente em pre¸ cos e produtos (deﬁnidos
amplamente). Seja X um espa¸ co m´ etrico compacto, representando o conjunto





de pre¸ cos que podem ser cobrados. Suporemos que X cont´ em um elemento 0
que denota a n˜ ao contrata¸ c˜ ao. Supomos tamb´ em que o agente somente contrata
com uma ﬁrma ou pode se abster completamente de contratar. Seja Xi um sub-
conjunto fechado de X e seja Ki := Xi × D o conjunto dos produtos e pre¸ cos
que as ﬁrmas i = 1,2 podem oferecer. Para permitir a possibilidade de n˜ ao
contrata¸ c˜ ao, suporemos que existe uma ﬁrma i = 0 com conjunto de produ¸ c˜ ao
K0 := {(0,0)}. As ﬁrmas competem, oferecendo ao agente um conjunto fe-
chado n˜ ao-vazio Ci ⊂ Ki, i = 0,1,2, de produtos e pre¸ cos (um cat´ alogo).
Assim o conjunto de estrat´ egias de cada ﬁrma ´ e dado por Pf(Ki), o conjunto
dos subconjuntos fechados e n˜ ao-vazios de K. O conjunto Pf(Ki) ´ e compacto
m´ etrico se equipado com a m´ etrica de Hausdorﬀ ([2], se¸ c˜ ao 3.15). Um agente
de tipo t que escolhe (i,x,p), (x,p) ∈ Ci tem utilidade vt (i,x,p) = 0 se i = 0
e tem utilidade vt (i,x,p) = ut (i,x)−p se i = 1,2. Em [5] sup˜ oe-se que a uti-
lidade ´ e mensur´ avel no tipo t e cont´ ınua na escolha de contratos (i,x,p). Se
as ﬁrmas oferecem o vetor de cat´ alogos (C1,C2), ent˜ ao o conjunto de escolhas
5do agente ´ e dado por
Γ(C1,C2) = {(i,x,p) : (x,p) ∈ Ci, i ∈ {0,1,2}},
e o problema de escolha do agente ´ e dado por
max{vt (i,x,p);(i,x,p) ∈ Γ(C1,C2)}.
Seja
v∗ (t,C1,C2) = max{vt (i,x,p);(i,x,p) ∈ Γ(C1,C2)},
e
Φ(t,C1,C2) = {(i,x,p) ∈ Γ(C1,C2);vt (i,x,p) = v∗ (t,C1,C2)},
a fun¸ c˜ ao v∗ (t,·,·) especiﬁca as preferˆ encias induzidas do tipo t enquanto a
correspondˆ encia Φ(t,·,·) ´ e a melhor resposta do tipo t. O lucro da ﬁrma jth
´ e dado por
πj (i,x,p) = (p − cj (x))Ij(i)





1 if i = j




j (t,C1,C2) := max{πj (i,x,p) : (i,x,p) ∈ Φ(t,C1,C2)},







j (t,C1,C2)dµ(t), j = 1,2.
O jogo de cat´ alogos, G = (Pf(Ki),Πi)2
i=1, ´ e semicont´ ınuo superiormente e
compacto. Est´ a demonstrado no teorema 5, p´ agina 96 de [5] que este jogo tem
resultados uniformemente seguros.
5 Resultado principal
Teorema 1 Se um jogo compacto G tem resultados uniformemente seguros,
ent˜ ao a sua extens˜ ao mista G tem resultados seguros.
Necesitamos do seguinte:
Lema 1 Seja Z um espa¸ co topol´ ogico. Se v : Z → R ´ e limitada existe uma
fun¸ c˜ ao semicont´ ınua inferiormente φ : Z → R tal que v ≥ φ, e se v ≥ g e g ´ e
semicont´ ınua inferiormente ent˜ ao φ ≥ g.
6Demonstra¸ c˜ ao do lema 2: Seja
L ={g : Z → R : v ≥ g e g ´ e semicont´ ınua inferiormente}.
Este conjunto ´ e n˜ ao-vazio uma vez que a fun¸ c˜ ao constante inf v (Z) pertence a
L. Agora se deﬁnirmos φ(z) = sup{g (z);g ∈ L} temos que φ ´ e semicont´ ınua
inferiormente uma vez que ´ e o supremo pontual de fun¸ c˜ oes semicont´ ınuas
inferiormente ([2], Lema 2.38, p´ ag. 42).
A fun¸ c˜ ao φ ´ e chamada de fecho semicont´ ınuo inferior de v. Agora demonstra-
mos o teorema 1.
Dem. do teorema 1: Seja λ∗ = (λ∗
1,...,λ∗
N) ∈ M um vetor de estrat´ egias
mistas. Seja ∗ > 0 dado. Temos que encontrar uma estrat´ egia mista λ0
i e uma
vizinhan¸ ca N(λ∗













∗ (x) − 
∗.
Dado que λ∗

















Aplicamos agora a propriedade de resultados uniformemente seguros para en-
contrar para o dado ˜ xi um ¯ xi ∈ Xi tal que para todo y ∈ X−i existe uma
vizinhan¸ ca N(y) de y tal que




Seja φ(·) o fecho semicont´ ınuo inferior de ui (¯ xi,·). J´ a que φ(·) ´ e semicont´ ınua
inferiormente,
R
X−i φ(y)dµ−i(y) ´ e semicont´ ınua inferiormente em µ−i (Reny
(1999), Proposi¸ c˜ ao 5.1). Assim existe uma vizinhan¸ ca N(λ∗
−i) de λ∗
−i tal que


































ui (˜ xi,y) − ∗
2 se z ∈ N(y)
inf ui(X) se z / ∈ N(y).
(4)
7Para todo y ∈ X−i a fun¸ c˜ ao ψy ´ e semicont´ ınua inferiormente com




y (x) para x ∈ N(y), e
ui (¯ xi,x) ≥ inf ui(X) = ψ
y (x) para x / ∈ N(y).
Assim para todo y ∈ X−i, ψy ´ e semicont´ ınua inferiormente com ui (¯ xi,x) ≥
ψy (x) para x ∈ X−i. Como φ ´ e o fecho semicont´ ınuo inferior de ui (¯ xi,·), Lema




y (x) ≥ ψ




Dado (3) e (5) temos
R























ui (x)dλ∗ (x) − ∗.

        
        
(6)
A ´ ultima desigualdade em (6) segue de (1). Portanto a extens˜ ao mista G tem
resultados seguros.
Terminamos esta se¸ c˜ ao com um exemplo de um jogo com resultados seguros
cuja extens˜ ao mista n˜ ao tem resultados seguros. 4
Exemplo 4 (Carmona (2005)) S˜ ao dois jogadores. O conjunto de estrat´ egias
´ e Xi = [0,1]. O jogo ´ e de soma zero e o resultado do jogador 1 ´ e
u(x,y) =

        
        
1 se y ∈ [0,x)
0 se y = x ou y = x + 1
2
−1 se x < y < x + 1
2
1 se x + 1
2 < y ≤ 1.
Para mostrar que o jogo tem resultados seguros note que sendo u(x,z) cont´ ınua
para z 6= x e z 6= x + 1
2 ela tem, automaticamente, resultados seguros nesta
regi˜ ao. Suponha agora que y = x. Deﬁna ¯ x = x +  se x < 1, < 1 − x. Se
x = 1 o resultado ´ e seguro em qualquer vizinhan¸ ca de y. Suponha agora que
y = x + 1
2. Neste case aumentar x n˜ ao ´ e uma boa id´ eia. Entretanto se redu-
zimos x tudo est´ a bem. Se x = 0 ent˜ ao escolha ¯ x = 1. Um rac´ ıocinio an´ alogo
mostra que o resultado ´ e seguro para o jogador 2. Agora demonstramos que a
4 Agradecemos a Wassim Daher por trazer este exemplo ` a nossa aten¸ c˜ ao.
8extens˜ ao mista n˜ ao tem resultados seguros. Seja λ∗












3. Seja 0 <  < 1/3. Suponhamos que
se pode assegurar um resultado 2
3− com desvios µ numa vizinhan¸ ca N(λ∗
2) de
λ∗
2. Deﬁnamos νn := 1
3δn−1
2n + 2
3δ1. Uma vez que νn → λ∗
2 temos que νn ∈ N(λ∗
2)
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